
专题一、函数图像及性质
1.1 指数函数、对数函数、幂函数的图像及性质

指数函数

对数函数

指数函数与对数函数的关系：互为反函数

 

对于幂函数，中学阶段仅研究幂为有理数的情形，不考虑无理数指数幂。



1.2 反比例函数及双曲函数的一些性质
 （对钩函数），是一个奇函数，图像如下：

双曲函数 ，具有完全不同的性质：

对钩函数与不等式联系密切：对于一类不等式问题可以用该函数的性质求解：
 

1.3 函数图像与不等式、函数恒成立问题
1.3.1 函数图像与零点的关系、函数图像与不等式的关系

1.3.2 函数恒成立问题

恒成立与存在性问题知识点梳理

1、恒成立问题的转化：恒成立；

2、能成立问题的转化：能成立；

3、恰成立问题的转化：在 M 上恰成立的解集为 M
另一转化方法：若在 D 上恰成立，等价于在 D 上的最小值，若在 D 上恰成立，则等价于在

D 上的最大值.
4、设函数、，对任意的，存在，使得，则

5、设函数、，对任意的，存在，使得，则



6、设函数、，存在，存在，使得，则

7、设函数、，存在，存在，使得，则

8、若不等式在区间 D 上恒成立，则等价于在区间 D 上函数和图象在函数图象上方；

9、若不等式在区间 D 上恒成立，则等价于在区间 D 上函数和图象在函数图象下方；

题型一、常见方法

1、已知函数，，其中，．

（1）对任意，都有恒成立，求实数的取值范围；

（2）对任意，都有恒成立，求实数的取值范围；

2、已知两函数，，对任意，存在，使得，则实数 m 的取值范围为        

题型二、主参换位法(已知某个参数的范围，整理成关于这个参数的函数 )
1、对于满足的所有实数 p,求使不等式恒成立的 x 的取值范围。

题型三、分离参数法（欲求某个参数的范围，就把这个参数分离出来）

1、当时，不等式恒成立，则的取值范围是   .
题型四、数形结合（恒成立问题与二次函数联系（零点、根的分布法））

2、已知函数，在恒有，求实数的取值范围。

题型五、不等式能成立问题（有解、存在性）的处理方法

若在区间 D 上存在实数使不等式成立,则等价于在区间 D 上；

若在区间 D 上存在实数使不等式成立,则等价于在区间 D 上的.
1、存在实数，使得不等式有解，则实数的取值范围为______。

专题二、复合函数和换元法
如果是的函数，而又是的函数，即，，那么关于的函数叫做函数和的复合函数，叫做

中间变量。

1、求定义域  因为多层复合映射结构复杂，所以使得求复合函数定义域的题型形式

多样，现列举主要题型如下。

（1）已知复合函数的表达式，求复合函数的定义域。

将已知复合函数正确地拆成几个常见的简单函数，根据使函数解析式有定义的要求，

由外到内，列出所有限制条件对应的不等式，所得不等式组的解集就是复合函数的定义域。

    ①求函数的定义域。

解：要使函数有意义，须满足

    （使根式有意义），

（使对数有意义），

（使对数有意义），

解得或，

故所求函数的定义域为。

   （2）已知函数的定义域，求复合函数的定义域。

因为代表同一映射，只需用代换法则，先将原函数的定义域写成的不等式，再将换成

中间变量，解所得不等式即可。

    ②已知函数的定义域是，求函数 的定义域。

解：由题设知，，即 ，

，或，。

故函数的定义域是

。

   （3）已知复合函数的定义域，求外层函数的定义域。

实质是从已知复合函数中的取值范围，求出这个复合函数的中间变量的范围（或内层

函数的值域）。

③已知函数的定义域是，求函数的定义域。

解：由得，，



 ，      ，

故函数的定义域是。

2、求函数表达式  中学阶段，求复合函数表达式大致可归纳为两种题型，一是已知

各层子函数的映射法则，求复合函数的表达式；二是已知复合函数适合的函数方程，求复

合函数的表达式。

（1）已知中间变量，求复合函数

用代换法则像求函数值一样，从内向外逐次将内层函数的表达式，代换外层函数的自

变量解出。每次代换只看一层，只代换一个中间变量。函数的映射法则是对自变量单定义

的，故复合函数的表达式最终也须将表达式用单的运算表示。

    ④已知函数，求函数的表达式。

解：，

    （2）已知复合函数，求原函数

关键是沟通中间变量与复合函数表达式间的映射关系，找到原函数，用中间变量的整

体作自变量的映射法则，常用配凑法、换元法、待定系数法等。

⑤已知，求。

解：令，则，所以；

，，即，

故，。

   （3）已知复合函数适合的函数方程，求复合函数的表达式

中学只涉及简单的函数方程，因此，关键是将所求复合函数看作未知变量，根据函数

方程的结构特征，采用代换方法建立方程组，消元解之。

⑥已知，其中，为奇数，求函数。

    解：由题意可知，令，由于为奇数，故有

    ；
    结合已知条件，可解得，

    又因为，为奇数，故。

   （4）已知复合函数，求与外层函数映射法则相同的另一复合函数

    先由已知的复合函数求原函数，再由原函数求另一复合函数。

⑦已知，求函数。

    解：设,则，有，

    ；
    故。

3、求值域  在复合函数定义域内，先求出最内层函数的值域，再用它作为中间函数

的“自变量”，求出中间函数值域，依次外推直至求出最外层函数的值域。

⑧求函数，的值域。

解：， ；

又是减函数，

    故所求函数的值域是。

4、判断函数奇偶性  通常方法是根据奇偶性的定义进行判断，容易产生的一类负迁

移是：认为构成复合函数的每层简单函数都要有奇偶性时，复合函数才有奇偶性，这是错

误的。例如函数，可拆成，，易知外层函数不具有奇偶性，但内层函数是偶函数，由定义

可知是偶函数。

当复合函数各层子函数都有奇偶性时，可用下列法则判断它的奇偶性。

    定理  当内层函数为偶函数时，复合函数为偶函数（此时可为任意函数），简记为

“内偶则偶”。

    定理  当内层函数为奇函数时，若外层函数为奇函数，则复合函数为奇函数；若外

层函数为偶函数，则复合函数为偶函数，简记为“内奇外奇则为奇”、“内奇外偶则为

偶”。

5、判断函数单调性  通常做法仍然是由函数单调性的定义判断，但若其中某层中间

变量没有单调性时，则复合函数无单调性。只有复合函数的各层子函数在定义域上均为严



格单调函数时，复合函数才具有单调性，并可用下列法则判断复合函数的单调性。

定理  当，均为增函数时，则复合函数为增函数；当，均为减函数时，则复合函数为

增函数，简记为“同向为增”。

定理  当为增函数，为减函数，或为减函数，为增函数时，则复合函数为减函数，简

记为“异向为减”。

以上定理可推广至层复合函数，即：

    定理  若有限次复合函数的每层子函数均有意义且严格单调，则减函数的层数为偶

数时，复合函数为增函数；减函数的层数为奇数时，复合函数为减函数。

 6、求函数周期性

    （1）由周期函数的定义易知，关键是最内层函数是否有周期性，当最内层函数为

周期函数时，复合函数必为周期函数，但最小正周期可能改变。

例如函数，由，复合得到，内层函数为周期函数，，则仍为周期函数，但。

若外层函数为严格单调函数，内层函数是以为周期的函数，并且有最小正周期，则复

合函数是周期函数，并且有最小正周期。

    （2）当内层函数无周期性，外层函数有周期性时，应由周期函数的定义判断。特

殊情形可由下列定理判断：

定理  若外层函数是以为周期的函数，且则复合函数是周期函数，周期为。

定理  若外层函数为周期函数，且函数为偶函数，，则复合函数是周期函数。

7、求函数的最值

（1）已知复合函数的表达式，求复合函数的最值

若外层函数是严格单调函数，内层函数有最值时，内层函数的最值点就是复合函数的

最值点；若外层函数有最值时，外层函数的最值点就是复合函数的最值点。

若外层函数与内层函数都是严格单调函数时，复合函数的值域为开区间，则复合函数

无最值；值域为闭区间，则复合函数既有最大值，也有最小值；值域为半开半闭区间，则

复合函数只有最大值而无最小值，或只有最小值而无最大值。

    ⑨已知，求函数的最值。

解：

      ，
令，由知，

，

当时，；

当时，。

    （2）已知复合函数，求原函数的最值

    先由复合函数求得原函数，再求原函数的最值。

⑩已知，求函数的最值。

解：令，则，于是得，

，；

即  ，

当时，；当时，因，故，

，且当时,；当时,。
8、求反函数  当复合函数的各层子函数均为严格单调函数时，有反函数。一般先逐

层求出各层子函数的反函数，然后复合为原函数的反函数，或用穿脱原则从外到内依次取

原映射的逆映射。注意由原函数的值域写出它的反函数的定义域。

    例题 求函数的反函数。

解:，，故，

又，，

    故所求反函数为，。

三、复合函数的图象

    作复合函数的图象一般都比较复杂，这里仅介绍用图象变换法作复合函数的图象。

当复合函数可视为由常见的简单函数经过平移、伸缩、对称等变换得到时，可由简单函数



的图象施行图象变换作出复合函数的图象。

例题 作函数的图象。

解：原函数的图象可由函数的图象经过下列变换得到：
 

。

四、复合函数的符号语言

对复合函数的符号语言，应从函数定义与函数符号出发，准确理解，不可误读误写误

用。

    （1）的区别

    是简单函数的记号，而则为复合函数的记号，由，复合而成。

    （2）与的区别

由于复合映射不具有交换律，即，所以它们是两个不同的复合函数，不是同一个复合

函数。因此与也不是同一个函数；比如,这里的表示函数值域中的任一个值，而，这里的却

表示函数定义域中的任一个值。例如，；，。

    （3）的区别

函数是复合函数的反函数，它们的图象关于直线对称。而函数不是的反函数，它们的

图象关于直线不对称，严格地说它们是关于中间变量成反函数关系，它们的图象应由外层

函数的反函数关系，结合内层函数施行相应的几何变换或代数变换而得到。

例题 已知函数的图象过点，则函数的图象过点(      )。
错解：因函数的图象过点，而函数的图象可由函数的图象向左平移个单位得到，故的

图象必过点，再由反函数定义知函数的图象必过点。

正解：因的图象过点，故的图象应过点，又的图象可由的图象向左平移个单位得到，

所以的图象应由的图象向左平移个单位得到，故必过点。

专题三、抽象函数解题思路及综合运用
3.1

特殊模型 抽象函数

正比例函数f(x)=kx  (k≠0) f(x+y)=f(x)+f(y)

幂函数    f(x)=xn f(xy)=f(x)f(y)  [或]

指数函数  f(x)=ax  (a>0且 a≠1) f(x+y)=f(x)f(y) [

对数函数  f(x)=logax   (a>0且 a≠1) f(xy)=f(x)+f(y) [

正、余弦函数  f(x)=sinx   f(x)=cosx f(x+T)=f(x)

正切函数  f(x)=tanx

余切函数  f(x)=cotx

3.2利用抽象函数性质，解有关问题

1.判断函数的奇偶性：

例 1 已知,对一切实数、都成立，且,求证为偶函数。

证明：令=0, 则已知等式变为……①

在①中令=0则 2=2∵ ≠0∴=1∴∴∴为偶函数。

2.确定参数的取值范围

例 2：奇函数在定义域（-1，1）内递减，求满足的实数的取值范围。

解：由得，∵为函数，∴



又∵在（-1，1）内递减，∴

3.解不定式的有关题目 

例 3：如果=对任意的有,比较的大小

解：对任意有∴=2为抛物线=的对称轴

又∵其开口向上∴(2)最小，(1)=(3)∵在［2，＋∞)上，为增函数

∴(3)<(4),∴(2)<(1)<(4)

3.3 几类抽象函数的解法

1、线性函数型抽象函数

线性函数型抽象函数，是由线性函数抽象而得的函数。

例 4、已知函数 f（x）对任意实数 x，y，均有 f（x＋y）＝f（x）＋f（y），且当 x＞0

时，f（x）＞0，f（－1）＝－2，求 f（x）在区间[－2，1]上的值域。

分析：由题设可知，函数 f（x）是  的抽象函数，因此求函数 f（x）的值

域，关键在于研究它的单调性。

解：设 ，∵当 ，∴ ，

∵ ，

∴ ，即 ，∴f（x）为增函数。

在条件中，令 y＝－x，则 ，再令 x＝y＝0，则 f（0）＝2 

f（0），∴ f（0）＝0，故 f（－x）＝f（x），f（x）为奇函数，

∴　f（1）＝－f（－1）＝2，又 f（－2）＝2 f（－1）＝－4，

∴ f（x）的值域为［－4，2］。

例 5、已知函数 f（x）对任意 ，满足条件 f（x）＋f（y）＝2 + f（x＋y），且

当 x＞0时，f（x）＞2，f（3）＝5，求不等式 的解。 

分析：由题设条件可猜测：f（x）是 y＝x＋2的抽象函数，且f（x）为单调增函数，如

果这一猜想正确，也就可以脱去不等式中的函数符号，从而可求得不等式的解。 解：设

，∵当 ，∴ ，则

， 

即 ，∴f（x）为单调增函数。 ∵

， 又

∵f（3）＝5，∴f（1）＝3。∴ ，∴ ， 即

，解得不等式的解为－1 < a < 3。

2、指数函数型抽象函数

例 6、设函数 f（x）的定义域是（－∞，＋∞），满足条件：存在 ，使得

，对任何x和 y， 成立。求：

（1）f（0）； （2）对任意值 x，判断f（x）值的正负。

分析：由题设可猜测f（x）是指数函数 的抽象函数，从而猜想f（0）＝1且

f（x）＞0。

解：（1）令 y＝0代入 ，则 ，∴

。若 f（x）＝0，则对任意 ，有 ，这与题

设矛盾，∴f（x）≠0，∴f（0）＝1。

（2）令 y＝x≠0，则 ，又由（1）知

f（x）≠0，∴f（2x）＞0，即 f（x）＞0，故对任意 x，f（x）＞0恒成立。



3、对数函数型抽象函数

对数函数型抽象函数，即由对数函数抽象而得到的函数。

例 7、设 f（x）是定义在（0，＋∞）上的单调增函数，满足

，求：

（1）f（1）；

（2）若 f（x）＋f（x

8）≤2，求 x的取值范围。

分析：由题设可猜测f（x）是对数函数 的抽象函数，f（1）＝0，f（9）＝

2。

解：（1）∵ ，∴f（1）＝0。

（2） ，从而有 f（x）＋f（x

8）≤f（9），

即 ，∵f（x）是（0，＋∞）上的增函数，故

，解之得：8＜x≤9。
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