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嫦娥三号软着陆轨道设计与控制策略 

 
摘要  

本文研究嫦娥三号软着陆轨道设计与最优控制策略，将数学模型和算法融合于航天

科技研究问题。采用广度遍历算法，广义乘子法，拟牛顿法等多种经典模型分析方法，

应用 MATLAB,LINGO,1STOPT 等建模软件。并对所设计的着陆轨道和最有控制策略，进行

误差分析和敏感度分析，以预测未来深入研究方向。 

对于问题一，首先利用物理学中的机械能守恒定律和开普勒第二定律（面积定律），

以及嫦娥三号在椭圆轨道上的运动规律，求出了远月点和近月点的速度大小和方向。远

月点 ;/613.11 skmv  近月点 ;/692.12 skmv  方向均为运动轨道的切线方向。利用 km15 到

km3 主减速阶段的运动过程和着陆点的位置反推近月点的位置，然后根据月球经纬度的

划分和换算，得远月点的位置。近月点的位置：距离着陆点 km425 ，经纬度范围为 

]76.58,48.29[],28.40,26.1[ NNWE 的圆周正上方 km15 处；远月点的位置：距离

]12.44,49.170[ SE km425 ，经纬度范围为 ]76.58,48.29[],72.139,74.178[ SSEW 的圆周正上

方 km100 处。 

对于问题二，着陆准备阶段，为确定着陆准备轨道，先确定远月点的位置，根据问

题一中计算得到的远月点的位置，即经纬度和距离，采用广度遍历算法，对远月点所有

可能的位置进行遍历算法求解。得到确定的远月点的唯一位置。远月点的位置确定，则

近月点的位置确定，则着陆准备轨道唯一确定。主减速阶段，建立月心软着陆极坐标系，

并根据主减速阶段的初末位置和条件，建立以消耗燃料最少为目标的软着陆运动学方程

组。为减小量纲带来的误差，进行归一化；为固定终端约束，将运动学方程转化为终端

积分变量固定型最优控制；为进行快速优化，将其转化为有终端约束的非线性规划问题；

利用广义乘子法，将其转化为无终端约束的非线性规划问题，用拟牛顿法进行最终求解。

利用1STOPT计算求解， st f 038.493 ； smv f /237.45 ； 

sradf /000329.0 ； kgJ 082.1079 ；并对结果进行优化分析。快速调整阶段相比主

减速阶段，增加了目标函数时间最短和姿态调整发动机的反馈调整角机制，仿真结果为

st f 19 ； kgJ 60 。粗避障阶段，根据数字高程图，利用安全半径螺旋搜索算法寻找

着陆安全点并确定轨道。精避障阶段，根据三维数字高程图，中心螺旋式安全着陆区搜

索方法寻找着陆安全点并确定轨道。缓慢下降阶段，相对于主减速阶段，增加了对加速

度的控制，优化结果，此阶段消耗燃料极少。 

对于问题三，误差分析采用绝对误差分析和相对误差分析两种方法。经分析通过对

3种不同方法所得到的速度、角速度、推动力大小及方向等进行绝对误差分析及相对误

差分析得到，上文建立的模型与理论最优解非常相近。用模糊方法进行敏感性分析，分

别采用模糊分析中的因素变动概率程度估计和因素敏感性综合决策两种方法，经分析

知，嫦娥三号的着陆轨道敏感性较高。 
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1.问题重述 

嫦娥三号于 2013 年 12 月 2 日 1 时 30 分成功发射，12 月 6 日抵达月球轨道。嫦娥

三号在着陆准备轨道上的运行质量为 2.4t，其安装在下部的主减速发动机能够产生

1500N 到 7500N 的可调节推力，其比冲（即单位质量的推进剂产生的推力）为 2940m/s，

可以满足调整速度的控制要求。在四周安装有姿态调整发动机，在给定主减速发动机的

推力方向后，能够自动通过多个发动机的脉冲组合实现各种姿态的调整控制。嫦娥三号

的预定着陆点为 19.51W，44.12N，海拔为-2641m（见附件 1）。 

嫦娥三号在高速飞行的情况下，要保证准确地在月球预定区域内实现软着陆，关键

问题是着陆轨道与控制策略的设计。其着陆轨道设计的基本要求：着陆准备轨道为近月

点 15km，远月点 100km 的椭圆形轨道；着陆轨道为从近月点至着陆点，其软着陆过程共

分为 6个阶段（见附件 2），要求满足每个阶段在关键点所处的状态；尽量减少软着陆过

程的燃料消耗。 

根据上述的基本要求，请你们建立数学模型解决下面的问题： 

（1）确定着陆准备轨道近月点和远月点的位置，以及嫦娥三号相应速度的大小与

方向。 

（2）确定嫦娥三号的着陆轨道和在 6个阶段的最优控制策略。 

（3）对于你们设计的着陆轨道和控制策略做相应的误差分析和敏感性分析。 

 

2.问题分析 

2.1 近月点远月点的位置及速度分析 

此问题要求嫦娥三号着陆准备轨道的近月点和远月点的位置，嫦娥三号在近月点，

远月点的速度大小及方向。因为近月点在月心坐标系的位置和软着陆轨道形态共同决定

了着陆点的位置，因此可根据预定着陆点的位置和软着陆过程计算近月点的位置，远月

点的位置近月点与月心连线的延长线上距月球表面 km100 处。嫦娥三号在近月点，远月

点的速度可根据卫星在宇宙中的运动规律求得。 

2.2 着陆轨道和在 6 个阶段的最优控制策略分析 

此问题要求确定嫦娥三号的着陆轨道和在 6个阶段的最优控制策略。嫦娥三号的着

陆轨道包括着陆准备轨道和软着陆轨道，6 个阶段为着陆准备轨道，主减速段，快速调

整段，粗避障段，精避障段，缓速下降阶段，下面将分别考虑 6个阶段的最优控制策略，

在每个阶段里确定每一阶段的着陆轨道，将 6段着陆轨道连接起来即是嫦娥三号的着陆

轨道。 

2.2.1 考虑嫦娥三号的着陆准备轨道，根据嫦娥三号的飞行状态，由 100km 环月圆

轨道进入着陆准备轨道，关键在于远月点的选择，用遍历法确定远月点即是确定了近月

点，着陆准备轨道就可确定。 

2.2.2 在主减速阶段，根据参考文献得到的着陆器的运动学方程，得到使消耗能量

最小同时也是时间最短的优化条件。根据最大值原理，在推力方向角单调的情况下，将

着陆器的软着陆方程积分变换积分将变量不确定型最优控制问题转化为终端积分变量

固定型最优控制问题，再转化为非线性规划问题求解。需要用到数值积分时，采用计算

http://zh.wikipedia.org/wiki/2013%E5%B9%B4
http://zh.wikipedia.org/wiki/2013%E5%B9%B4
http://zh.wikipedia.org/wiki/12%E6%9C%886%E6%97%A5
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%88%E7%90%83%E8%BB%8C%E9%81%93
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量小、精度高的四阶 Admas 预测—校正方法。为保证优化精度，将软着陆终端积分变量

固定型最优控制问题，转化为非线性规划问题时，采用精度较高的直接离散化方法。最

后采用广义乘子法快速求解。用 matlab 进行计算仿真最终得到优化后的结果。 

2.2.3 快速调整阶段在上一步求解得到的结果基础上，根据 Pontryagin 最大值原

理，在此阶段的处理中，仍取 NFthrust 7500 ，建立快速调整阶段数学模型。运用 matlab

计算仿真求解。 

2.2.4 粗避障主要目的是在较大着陆范围内剔除明显危及着陆安全的大尺度障碍, 

为精避障提供较好的安全点选取区域，考虑到探测器运动速度较大，要求成像快、计算

快。还要综合评估推进剂消耗来选择最优位置。根据月球岩石和坑的特征，来确定安全

区域，设计粗障碍识别和安全着陆区域的选取算法。 

2.2.5 精避障主要目的是在粗避障选取的较安全区域内进行精确的障碍检测，无比

识别并剔除危及安全的小尺度障碍，确保了落地安全。在悬停状态下，三维成像敏感器

对视场内的着陆区域进行三维成像，获取着陆器相对月面着陆区域的高分辨率斜距数据

信息。通过设计的精障碍识别和安全着陆区域选取散发处理这些数据，实现对月面地形

障碍识别和安全着陆选取。设计精避障安全区域的选取算法。若在视场内难以找到完全

满足要求的安全着陆区域，则根据坡度和安全半径的加权判断选取最优的区域作为安全

着陆区，确定安全着陆点。 

2.2.6 此阶段较为简单，在保持水平方向为 0 的情况下，竖直方向提供的加速度只

需稍大于月球的重力加速度，保证在距离地面 4米时速度基本为 0。 

2.3 着陆轨道和控制策略相应误差分析和敏感性分析 

此题要求对所设计的着陆轨道和控制策略做相应的误差分析和敏感性分析。即考虑

到需要利用上一问在建立的最优控制策略下设计的着陆轨道在不同阶段下的速度、角速

度、能量、推动力大小及方向角与其他优化方案（如较为典型的Pontryagin最大值原理、

基于SQP的月球软着陆优化方法等）下的结果相比较。误差分析中，不同方法下数据的

绝对误差与相对误差可以知晓所建模型实用性的好坏。敏感性分析中，运用模糊方法可

以较为直观的知晓某种指标的改变是否会对其他指标造成影响以及影响有多大，方便对

模型进一步的改进。 

 

3.模型假设 

1. 月球的扁率为
7256.963

1
，极小，因此在处理问题中将月球看作球体。 

2. 为了简化问题，采用常推力假设。 

4.符号说明 
G 为万有引力常量，为定值， 2211 /1067.6 kgmNG   ； 

M 为月球的质量； 

0m 为嫦娥三号在着陆准备轨道上的飞行质量； 

1v 为嫦娥三号在远月点的速度； 

2v 为嫦娥三号在近月点的速度； 

1R 为月心到远月点的距离； 

2R 为月心到近月点的距离； 
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1E 为嫦娥三号在远月点的机械能； 

2E 为嫦娥三号在近月点的机械能； 

 为准备着陆轨道的曲率半径； 

thrustF 主减速发动机的推动力； 

引a 月球的引力产生的加速度； 

thrusta 为推动力 thrustF 产生的合加速度； 

ya 为推动力 thrustF 产生的竖直加速度； 

xa 为推动力 thrustF 产生的水平加速度； 

s 为主减速阶段总航程； 

h为主减速阶段竖直方向航程； 

x为主减速阶段水平方向航程； 

r 为着陆器距月心失径； 

v为着陆器在 r 方向上的速度； 

 为着陆器环绕月球表面的航程角； 

为航程角的角速度； 

m为着陆器质量； 

为月球引力常数； 

thrustF 为主减速发动机的推动力， 75001500  thrustFN ； 

ev 为主减速发动机的比冲； 

 为推力方向角； 

0t 为软着陆的初始时刻，定义 00 t ； 

ft 为着陆时刻， ft 未知； 

 

5.模型的建立与求解 

5.1 近月点远月点的位置及速度模型的建立与求解 
此问题要求嫦娥三号着陆准备轨道的近月点和远月点的位置，嫦娥三号在近月点，

远月点的速度大小及方向。因为近月点在月心坐标系的位置和软着陆轨道形态共同决定

了着陆点的位置，因此可根据预定着陆点的位置和软着陆过程计算近月点的位置，远月

点的位置近月点与月心连线的延长线上距月球表面 km100 处。嫦娥三号在近月点，远月

点的速度可根据卫星在宇宙中的运动规律求得。 
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图 1 嫦娥三号近月轨道示意图 

 

在着陆准备轨道上，嫦娥三号从远月点到近月点运动过程中，只有月球的引力做功，

符合机械能守恒的条件，即此过程中，嫦娥三号的机械能守恒。 

选月心为零势能点，则嫦娥三号在远月点的机械能为 
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嫦娥三号在近月点的机械能为 
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根据机械能守恒 21 EE  有， 
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式中，G 为万有引力常量，为定值， 2211 /1067.6 kgmNG   ；M 为月球的质量； 0m

为嫦娥三号在着陆准备轨道上的飞行质量； 1v 为嫦娥三号在远月点的速度； 2v 为嫦娥三

号在近月点的速度； 1R 为月心到远月点的距离； 2R 为月心到近月点的距离； 

根据数学知识，椭圆的曲率半径由公式

 
''''''
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3
2'2'

vxxv

vx













 给出，为了便于求导，借

助椭圆的参数方程  sin,cos byax  （ ba, 分别为椭圆的半长轴、半短轴），把 yx, 得

一、二阶导数带入曲率半径公式  的表达式，有
 

ab

ba 2

3
2222 cossin 




 。在远月点

和近月点，参数分别取 0、 代入，得到在椭圆上  0,a 这两个点所在处的曲率半径

相同。即远月点，近月点的曲率半径相同。由天体运动的万有引力公式 
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式中，  为准备着陆轨道的曲率半径； 2v 为近月点的速度； 2R 为月心到近月点的距离。

上述两式作比得： 

1

2

2

1

R

R

v

v
 ； 

即开普勒第二定律（面积定律）。 

综上，求速度的数学模型为 

远月点 
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带入数据求得: 

;/613.11 skmv  方向为运动轨道的切线方向； 

;/692.12 skmv  方向为运动轨道的切线方向； 

 

要求近月点的位置，可以根据预定着陆点的位置和软着陆主减速过程计算近月点的

位置。软着陆主减速过程即是从近月点 15 km处到距离预定着陆点 3 km处的制动减速阶

段。由附件一知，嫦娥三号将在近月点 15 公里处以抛物线下降，嫦娥三号呈抛物线运

动，则说明从 15 km到 3 km处，嫦娥三号的加速度 a的大小是恒定的。根据物理知识，

合外力 maF 合 ，制动减速过程中，a的大小恒定，但在运动过程中，随着燃料的燃烧，

嫦娥三号的飞行质量是逐渐减小的，主减速发动机的推动力 thrustF 是可以调节的。 

从 15 km到 3 km处，是嫦娥三号整个软着陆过程的主减速阶段，因此制动减速阶段，

最初的推动力一定最大，即 7500 N 。因为制动减速过程中，嫦娥三号的加速度 a的大小

是恒定的，因此只考虑近月点处的初加速度即可。 

近月点处，月球的引力产生的加速度 

 
2

2

2211

2

2

/597.1
150001737103

103477.71067.6
sm

R

GM
a 








引 ； 

方向为指向月心垂直向下的。 

 

 

           h  
 

 

x  
图 2 制动减速阶段抛物线示意图 

 

上图为制动减速过程中的运动轨迹抛物线，分解到水平和竖直方向上，其中

mh 12000300015000  ； x 为制动减速过程中的水平距离。 

已知，竖直方向上的初速度为 0。因此对竖直方向满足方程 2

0
2

1
tah y ，根据嫦娥三号

的实际数据，制动减速阶段的飞行时间 st 355 。式中， 0ya 表示制动减速阶段竖直方向

上的加速度。 2

220 /190.0
355

1200022
sm

t

h
a y 


 ；方向为指向月心垂直向下的。 

嫦娥三号在制动减速阶段，只受推动力和月球的引力的作用。已知竖直方向上的合

加速度 2

0 /190.0 smay  ，月球的引力产生的加速度 2/597.1 sma 引 ，方向均为指向月心

垂直向下的，推动力 thrustF 是阻力，竖直方向上产生的加速度 
2/407.1190.0597.1 smay  ； 

方向为背离月心垂直向上。 
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推动力产生的合加速度 2

0

/125.3
2400

7500
sm

m

F
a thrust

thrust  ，方向与主推动机的方向

相反。 

                       ya  

                    thrusta  

 

 

 

 
                    xa  

图 3 近月点初加速度的分解 

 

由加速度的分解和勾股定理得， 

22222
/790.2407.1125.3 smaaa ythrustx  ； 

方向与运动方向相反。 

水平方向上的航程 

kmtatvx x 425355790.2
2

1
3551692

2

1 22

0  ， 

   制动减速阶段的总航程 

kmyxs 42612425 2222  。 

因此，近月点的位置应为距预定着陆点 km425 的圆周上任意一点的正上方 km15 处。 

 
图 4 近月点位置示意图 

题中，已知着陆点的位置为（19.51W，44.12N），如图 4 中绿色五角星所在位置，

近月点的位置也用经纬度来表示，根据着陆点与近月点正下方的距离，图 4 中绿色圆周

所表示的位置，均是近月点正下方的位置。 

利用月球经纬度的划分规则，以及月球的赤道半径为 1737.646km，月球的极半径为
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1735.843km，；利用分割，近似，求和，取极限的思想，计算得， 

近月点的经纬度范围为 ]76.58,48.29[],28.40,26.1[ NNWE ；根据月球经纬度对称的原

理，远月点的经纬度范围为 ]76.58,48.29[],72.139,74.178[ SSEW 。 

综上，近月点的位置：距离着陆点 km425 ，经纬度范围为 

]76.58,48.29[],28.40,26.1[ NNWE 的圆周正上方 km15 处； 

远月点的位置：距离 ]12.44,49.170[ SE km425 ，经纬度范围为 

]76.58,48.29[],72.139,74.178[ SSEW 的圆周正上方 km100 处。 

5.2 着陆轨道和在 6个阶段的最优控制策略模型的建立与求解 

此问题要求确定嫦娥三号的着陆轨道和在 6个阶段的最优控制策略。嫦娥三号的着

陆轨道包括着陆准备轨道和软着陆轨道，6 个阶段为着陆准备轨道，主减速段，快速调

整段，粗避障段，精避障段，缓速下降阶段，下面将分别考虑 6个阶段的最优控制策略，

在每个阶段里确定每一阶段的着陆轨道，将 6段着陆轨道连接起来即是嫦娥三号的着陆

轨道。 

5.2.1 着陆准备轨道阶段 

考虑嫦娥三号的着陆准备轨道，根据嫦娥三号的飞行状态，是由 100km 环月圆轨道

进入着陆准备轨道的，关键在于远月点的选择，确定了远月点即是确定了近月点，着陆

准备轨道就可确定。 

根据问题一中确定的远月点的位置距离 ]12.44,49.170[ SE km425 ，经纬度范围为 

]76.58,48.29[],72.139,74.178[ SSEW 的圆周正上方 km100 处。因此，当嫦娥三号在 100km

环月圆轨道上运动时，首先利用经纬度探测器，定位经纬度的位置，若所定位的经纬度

在 ]76.58,48.29[],72.139,74.178[ SSEW 范围内时，再利用距离探测器，精算当时所在位置

距离 ]12.44,49.170[ SE 的位置，若距离为 km425 ，则加速发动机进行加速变轨。若距离

不是 km425 ，则继续飞行，探测下一点的位置，并进行定位计算，直至找到最佳位置。 

    寻找远月点位置的过程，利用遍历的思想，下面将介绍遍历的主要思想和具体步骤：    

（1）从图中某个顶点 0V 出发，并访问此顶点； 

（2）从 0V 出发，访问 0V 的各个未曾访问的邻接点 kWWW ,...,, 21 ；然后,依次从

kWWW ,...,, 21 出发访问各自未被访问的邻接点； 

（3）重复步骤 2，直到全部顶点都被访问为止。 

 
图5 遍历思想图解 
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5.2.2 主减速阶段 

从 15km 的轨道高度软着陆到距月球表面 3km 处的时间比较短，一般在几百秒的范

围内，所以诸如月球引力非球项、日月引力摄动等影响因素均可忽略不计，所以这一过

程可以在二体模型下描述。建立如下月心极坐标系： 

 

 
图 6 月球软着陆极坐标系 

 

其中，O为月球质心； x轴方向为由月心指向着陆器的初始位置； y 轴方向为初始完为

止着陆器速度方向。建立着陆器的运动学方程组： 










































;

;

2cos

;

;sin

;

2

2

e

thrust

thrust

thrust

v

F
m

r

v
m

F

r
rm

F
v

vr












 

式中，r 为着陆器距月心失径；v为着陆器在 r 方向上的速度； 为着陆器环绕月球表面

的航程角；为航程角的角速度；m 为着陆器质量；  为月球引力常数； thrustF 为主减

速发动机的推动力， 75001500  thrustFN ； ev 为主减速发动机的比冲； 为推力方向

角，即推力方向与当地水平面的夹角，取锐角，向上为正，向下为负。 

在轨道优化过程中，由于各状态变量的量级相差较大，寻求优化中可能会导致有效

位数的丢失。通过归一化可以克服这一缺点，提高计算精度。对上面着陆器的运动学方

程组进行归一化出来，得： 
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


















































;

;

2cos

;

;sin

;

2

2

e

thrust

thrust

thrust

v

F
m

r

v
m

F

r
rm

F
v

vr












 

最优软着陆轨道设计的目的是使性能目标 

   tmmdtmJ
ft

t
 



0
0

； 

取最小值，并且满足主减速终端条件 

   

  









;57

;3000

f

f

tv

Rtr


 

式中， 0t 为软着陆的初始时刻，定义 00 t ，该时刻的状态参数由椭圆轨道的近月点确

定； ft 为着陆时刻， ft 未知； R 为月球平均半径， kmR 013.1737 。 

嫦娥三号的主减速发动机为推力可调节发动机，但根据 Pontryagin 最大值原理，

无奇异情况下，推力应由开关控制:或者以最大推力工作，或者为零。理论上，需分析

切换点，通常为了简化问题，采用常推力假设，即认为主减速发动机一直以最大推力工

作，即 7500thrustF 。此假设既有利于优化，又可以降低发动机的复杂性。 

通过以上分析，月球软着陆问题的主减速阶段的最优控制策略问题是一类终端时间

自由型且受终端约束的最优控制问题。解决此类问题的两种经典方法，一种是将终端时

间作为设计变量进行优化，缺点是会加大计算量，甚至难以收敛，不利于快速优化；另

一种方法是通过引入能量变量替换积分变量，将其转化为终端积分变量固定型最优控制

问题。但在月球最优软着陆是，能量并不是均匀变化的，在着陆点附近，能量变化率趋

于零，以能量为积分变量的数值误差较大，而微笑的能量误差将会带来很大的状态误差，

且优化迭代过程是未知的，当沿着非最优轨迹时，能量不一定是单调变化的，这将导致

基于能量的积分无法进行。 

鉴于以上分析，选择状态量作为积分变量。只要推力方向角在   9090 ， 范围内，

的单调性就有保证，且其变化较为均匀。为保证积分变量单调递增，引入变量  ' ，

则   

r

v
m

F

dt

d

dt

d

thrust 


2cos
'










  

将着陆器的软着陆方程组进行积分变换，得 
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
















































































;

2cos

1

;

2cos

;
1

;1

;

;

sin

;

''

'
'

''

'

''

'

2

2

'

''


































v
m

F

r

dt

dd

dt

r

v
m

F

dt

d
f

fv

F

d

dm

d

d

fd

d

f

r
rm

F

d

dv

f

v

d

dr

thrust

thrust

e

thrust

thrust

 

积分变换后的性能目标函数为 

   ''

0

'

'

'

'
0

fmmd
d

dm
J

f
















  ； 

 

积分变换后的约束条件为 

   

 









;57

;3000

'

'

f

f

v

Rr




 

原终端积分变量不确定型最优控制问题转化为终端积分变量固定型最优控制问题。

转化后的问题一方面更适合优化数值算法求解；另一方面终端约束条件减少了一个，终

端约束更容易满足，收敛速度更快。 

将软着陆终端积分变量固定型最优控制问题，转化为非线性规划问题求解。对于由

最优控制问题转化成的非线性规划问题，从优化变量得出目标函数和约束条件时，需要

借助于数值积分。常用的经典四阶Runge-Kutta积分方法计算量偏大，不利于快速优化；

四步四阶Admas外推方法计算量小，但其截断误差系数过大，精度偏低；四阶Admas

预测—校正方法，其精度与四阶Runge-Kutta方法不相上下，但计算量只有后者的一半，

可用于着陆器软着陆的快速优化。 

为保证优化精度，将软着陆终端积分变量固定型最优控制问题，转化为非线性规划

问题时，采用精度较高的直接离散化方法。 

直接离散化方法将整个最优控制过程根据积分变量分成若干个段，段的端点成为节

点；选择节点处的控制变量作为优化参数，通过插值得到整个最优过程的控制变量；根

据控制变量积分状态方程形成目标函数和约束条件，得到软着陆的数学规划问题模型： 

（1）将整个飞行过程分为 N 段，形成 1N 个节点  Nii ,...,2,1,0'  ，取 '

i 时刻的

控制量 i 为优化变量，共有 1N 个变量； 
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（2）整个飞行过程的控制量可以通过在各个节点处线性插值得到，即 

    ;1,...,2,1,0,, '

1

''''

''

1

1' 



 



 Niiii

ii

ii

ii 



  

（3）采用四阶—校正方法，从积分状态方程，得到目标函数和约束条件。 

经以上处理，月球最优软着陆问题转化为非线性规划问题。下面讨论解决有约束的

非线性规划问题的快速求解方法。 

广义乘子法是解决具有等式约束的非线性规划问题的经典方法，可用广义乘子法解

决月球最优软着陆问题。 

具有等式约束的非线性规划问题的标准形式为 

 xfmin ； 

st    ljxh j ,...,2,1,0  ； 

式中，  ljhf j ,...,2,1,0,  为二次连续可微函数， x为 n维待优化参数向量。 

定义增广 Lagrange 函数 

         xhxhxhxfx TT

2
,,


  ； 

式中，       T

l

T

l xhxhxhh ],...,,[,],...,,[ 2121   。 

采用广义乘子法快速求解具有等式约束的非线性规划问题的标准形式的具体步骤： 

（1）给定初始点  0x ，乘子向量初始估计  1 ，初始罚因子 ，允许误差 0 ，参

数  1,0,1   ，置 1k 。 

（2）以  1kx 为初始点，解无约束最优化问题 

 ,,min x  

     得到解  kx 。 

     广义乘子法的主要作用是将有等式约束的非线性规划问题转化为无约束的非线性

规划问题。而拟牛顿法是无约束最优化方法中最有效的一类算法，此处采用拟牛顿法中

的 BFGS 算法。 

BFGS 算法的基本思想是，在 1kx 处按以下方法产生一个对称正定矩阵 BFGS

kH 1 , 
   

   

   

   

       

   kTk

Tkk

kk

Tkk

kTk

Tkk

kTk

k

k

Tk

k

BFGS

k
qp

pqHHqp

qp

pp

qp

qHq
HH















 


1
1 ； 

式中，           1

11

1 ;; 



  k

kkk

kkkk xfgggqxxp ，可以通过有限差分得出；  1kx

和  kx 为两个迭代点。以  
11

1



  k

BFGS

k

k gHd 为  1kx 处的搜索方向。 

 

利用 1STOPT 软件计算并对结果进行分析。 

 

假设月球软着陆初始条件为： kmr 17521517370  ； 00 v ； )1010(0  ， ； 

00 t ； kgm 24000  ； srad /1084.11 4'

0

 ；月球引力常数 23 /75.4902 skm ；月

球半径 kmR 1737 ；制动发动机推力 NFthrust 7500 ；比冲 smve /2940 ；飞行过程分

为N=30段，控制量初值  Nii ,...,2,1,0,0  ；积分步长 sstep 61086.3  ；其他参数

取值分别为：   5.0,2,20,]10,10[1   T 。 

优化结果为 

st f 038.493 ； 

smv f /237.45 ； 
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sradf /000329.0 ； 

kgJ 082.1079 。 

为更加形象的说明最优控制结果，并给出此阶段的软着陆轨道，以下说明四个最优

参数的变化曲线。 

 
图7 推动力方向角 变化曲线 

 
图8 着陆器高度h 变化曲线 
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图9 着陆器径向速度v变化曲线 

 
图10 着陆器角速度变化曲线 

5.2.3 快速调整阶段 

由主减速阶段的仿真计算结果知，快速调整阶段的初状态为 

smvsmr /35;/45  水平 。 

此阶段的要求为水平方向速度降为 sm /0 ，即   smtv f /0水平 ；快速调整的时间最短，

目标函数除主减速阶段的燃料性能指标最小，即 dtmJ
ft

t



0

最小之外，还存在 ftmin 为

另一目标。 

根据Pontryagin最大值原理，无奇异情况下，推力应由开关控制:或者以最大推力

工作，或者为零。在此阶段的处理中，仍取 NFthrust 7500 。 

建立快速调整阶段数学模型： 

目标函数： 
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







 


dtmJ

t

ft

t

f

0

min

;min

 

约束条件为 










































;

;

2cos

;

;sin

;

.

2

2

e

thrust

thrust

thrust

v

F
m

r

v
m

F

r
rm

F
v

vr

st












水平

水平

水平水平

 

终端约束为 

  smtv f /0水平 。 

利用 MATLAB 编程进行仿真计算并对结果进行分析。 

得到如下优化结果 

st f 19 ； 

kgJ 60 ； 

对结果分析，快速调整的时间为 s19 ，与嫦娥三号实际运行的速度 s20 相比，已经

得到优化，此阶段消耗的燃料为 kg60 ，相对于嫦娥三号着陆器的质量非常小，较为优

化。因此说明，所建立的快速调整阶段的模型为最优控制策略。 

对于快速调整阶段的软着陆轨道，将由在此优化控制策略下的速度和角度唯一确

定。 

5.2.4 粗避障阶段 

粗避障主要目的是在较大着陆范围内剔除明显危及着陆安全的大尺度障碍, 为精

避障提供较好的安全点选取区域，避免出现近距离精避障避无可避的风险，整体上提高

系统安全着陆概率。考虑到探测器运动速度较大，要求成像快、计算快。此外，还要综

合评估推进剂消耗来选择最优位置。 

 
图11 粗避障数字高程图 
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基于光学图像的粗障碍检测就是利用月球岩石和坑的图像特征识别大障碍，确定安全区

域。 

月球岩石的最短尺寸与最长尺寸比值为1—0.2，形状一般为圆形、矩形凹坑形或腐蚀的

泡形等，高度一般为直径的1/2，标准反照率14%-22%。由此，月面石块图像特征为 

（1）石头表面具有明显的亮目标特征，亮度大于背景2倍； 

（2）存在明显的阴影区且紧挨亮目标； 

（3）亮区与阴影之间存在强对比度，表现为边缘； 

（4）边缘的法线方向与太阳矢量投影方向一致。 

月球撞击坑内斜度一般为  5025 ，平均35°，坑外一般  83 ，平均 5 。撞击坑图像

特征可归纳为： 

（1）在太阳照射的阳面将出现亮区域； 

（2）在未照到阴面将出现阴影区域； 

（3）暗区域的外边缘呈现圆弧。 

根据月球岩石和坑的这些特征，设计了粗障碍识别和安全着陆区域的选取算法： 

（1）图像直方图分析； 

（2）K均值聚类； 

（3）过亮障碍识别； 

（4）过暗障碍识别； 

（5）纹理障碍识别； 

（6）采用螺旋搜索算法确定每个单元格的安全半径； 

（7）根据安全半径，选取安全着陆点； 

（8）评估候选安全着陆点避障所需要的速度增加量； 

（9）根据安全半径和速度增加量评价值，总结确定安全着陆点。 

 
图12 安全半径螺旋搜索算法 

 

5.2.5 精避障阶段 

精避障主要目的是在粗避障选取的较安全区域内进行精确的障碍检测，无比识别并

剔除危及安全的小尺度障碍，确保了落地安全。 
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图13 精避障数字高程图 

 

在悬停状态下，三维成像敏感器对视场内的着陆区域进行三维成像，获取着陆器相

对月面着陆区域的高分辨率斜距数据信息。通过设计的精障碍识别和安全着陆区域选取

散发处理这些数据，实现对月面地形障碍识别和安全着陆选取。 

设计的精障碍识别和安全着陆选取算法为： 

 

（1）数据预处理，主要包括对着陆器姿态和平动速度补偿一节将每个“脚印”的

斜距信息换成垂直距离，构建测量坐标系下的地形三维高程图； 

（2）平均坡面构建，采用最小二乘法拟合一定单元区域的平均坡面； 

（3）平均坡度计算，根据平均坡面计算该区域的平均坡度； 

（4）障碍高度计算，根据平均坡面该区域每个单元格的障碍高度； 

（5）安全着陆区区域选取，采用匆匆着陆器中心开始顺时针螺旋千斤搜索的方法，

直至找到符合安全着陆要求的着陆区域为止，确定安全着陆点。 

 

若在视场内难以找到完全满足要求的安全着陆区域，则根据坡度和安全半径的加权

判断选取最优的区域作为安全着陆区，确定安全着陆点。 

 
图14 中心螺旋式安全着陆区搜索方法 

 

5.2.6 缓慢下降阶段 

缓速下降阶段采用外环加内环制导方式，末位置速度控制目标为零，位置控制目标

为进入缓速下降段时的着陆器位置。垂直方向，高度20m以上控制速度和加速度；高度

低于20m时，只控加速度且指令加速度稍小于当地月且引力加速度，提高了着陆器安全
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下降的可靠性。 

基于以上方法，建立缓慢下降阶段数学模型： 

目标函数： 

dtmJ
ft

t



0

 

约束条件： 










































;

;

2cos

;

;sin

;

2

2

e

thrust

thrust

thrust

v

F
m

r

v
m

F

r
rm

F
v

vr












 

终端约束： 

  smtv f /0 ； 

仿真计算结果显示，缓慢下降阶段能量消耗极小。 

5.3 着陆轨道和控制策略相应误差分析和敏感性分析模型的建立与求解 

5.3.1 误差分析 

依据资料中嫦娥三号反馈回的相关数据，将上文建立的着陆轨道及相应控制策略中

运用的基于广义乘子法的模型同较为典型的由 Pontryagin 最大值原理得到的理论最优

解、基于 SQP 的月球软着陆优化方法得到的结果进行比较。并对所得到的分别的能量消

耗、速度、角速度、推动力大小及方向角等进行误差分析。 

绝对误差公式: 

LX   
相对误差公式:                  

 
 

(—绝对误差， —实际相对误差，X—测量值，L—真值 ) 

 

通过对 3种不同方法所得到的速度、角速度、推动力大小及方向等进行绝对误差分

析及相对误差分析得到，上文建立的模型与理论最优解非常相近。 

广义乘子法作为一种直接法，可以对最优控制问题进行快速求解。其得到的数值结

果具有较高的精度。同遗传算法、SQP 等其他方法相比，可以节省大量的计算时间，可

用于快速优化。采用广义乘子法求解最优控制问题时，减小罚因子的初值，可以增大收

敛区间，但会使收敛速度变慢，计算量增加。 

5.3.2 敏感性分析 

敏感性分析的方法有很多，本文采用模糊方法进行敏感性分析。 

敏感性模糊分析的基本方法有以下两种： 

（1）因素变动概率程度估计 

设有m个不确定因素，考虑他们分别在某范围内变动的概率。现邀请 n位专家对它 
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们加以估计，则可得样本 

],[ ijijij yx


 ； 

式中， njmiyx ijij ,...,2,1;,...,2,1];1,0[],[  。 

假定各位专家估计的可靠度相同，则 

],[
1

1







  ii

n

j

iji yx
n

  

为因素 i 的概率平均估计。式中： 

;,...,2,1;
1

;
1

11

miy
n

yx
n

x
m

j

iji

m

j

iji  








 

此时，因素 i 的概率点估计可取为： 

miyxp iii ,...,2,1,
2

1













； 

上述因素 i 的概率的点估计虽然方法简单，但数据经过两次平均，其可靠性有所降低。

因此，采用模糊估计方法，即减少一次数据平均，直接采用 i



 作为因素 i 的概率估计。 

（2）因素敏感性综合决策 

设因素集  muuuU ,...,, 21 ;目标集  21,vvV  。式中， 1v 为敏感性， 2v 为随机性。

可得各因素 iu 的变化率 ia ，它描述的因素 i 在普遍意义下的敏感性，而 j



 描述因素 i 的

随机性； ip 是因素 i 的概率估计。 

最后可由 

 ii
mi

kk pupa



1
max

 
知 ku 为综合意义下的敏感因素。 

令 i 为因素 i 在某范围内变动时相应的指标的变化区间： 

 iii nl ,
   mi ,...,2,1  

并令 

 iiii ts ,


  
式中， 



 iii xls ，



 iii ynt     mi ,...,2,1  

由 

 ii
mi

kk stst 
1

max
 

可知 ku 为综合意义下的敏感因素。 

 

6.模型的优化与改进 
在求解近月点和远月点速度时运用开普勒定律和机械能守恒定律求解，可以比较好

的求解出它们的速度。但在求解具体位置时，由于月球并不是标准的圆或椭圆，在计算

经纬度时，并不能精确的计算，只能给出一个大致的区间。 

着陆准备轨道的模型中，在计算距离时，由于计算不精确会导致误差的出现。运用

遍历的思想可以找到所有满足要求的点。 

主减速阶段将月球引力非球项、日月引力摄动等影响因素忽略不计，会导致一个比
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较小的误差；在最优化求解时，均由计算机进行计算仿真，用了归一化、四阶 Admas 预

测—校正的方法和广义乘子法减小误差，但给出数据的初值与实际存在一定的偏离，该

阶段整体误差较小，得到的数据与实际的嫦娥三号运行得到的参数也比较接近。 

快速调整阶段在主减速阶段的基础上进行仿真模拟，得到的参数优于嫦娥三号实际

运行的参数，说明该阶段优化度较好，也可能存在一些未考虑全面的因素，导致了该阶

段的误差。 

粗避障阶段的主要目的是在较大着陆范围内剔除明显危及着陆安全的大尺度障碍

并综合推进剂的消耗来考虑，在得到的图像没有问题的情况，该阶段可以比较好的完成

大范围避障。 

精避障阶段的自主避障精度达到比较好的 1.5 米，误差主要出现在选取最优的着陆

点时消耗推进剂的量，消耗较小，误差也较小。 

缓速下降阶段较为简单，只需将加速度反向稍大于月球重力加速度，使嫦娥三号在

距离地面 4米时速度基本为 0即可，消耗较小，误差较小。 
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附录 

附录一 
MATLAB关于像素转化为三位图像的程序 
 

I=imread('E:\2014233333\a.tif'); 
%V=I*0.1; 
[x,y]=size(I);                 
[X,Y]=meshgrid(1:x,1:y);    

Pp =double(I);                 
mesh(X,Y,pp)   
shading flat 

 

附录二 
MATLAB关于运用遍历的方法寻找远月点的程序                   
 

plate <int max_size>  

void Digraph<max_size> ::   

depth_first(void (*visit)(Vertex &)) const 

{  

bool visited [max_size];  

Vertex v;  

for (all v in G) visited [v] = false;  

for (all v in G) if (!visited [v])  

traverse (v,visited,visit);  

}  

template <int max_size>  

void Digraph<max_size>::traverse(Vertex &v,bool visited[ ],void 

(*visit)(Vertex &)) const 

{  

Vertex w;  

visited [v] = true;  

（*visit) (v);  

for (all w adjacent to v)  

if (!visited [w])  

traverse (w,visited,visit);  

} 

附录三 
MATLAB关于微分方程（组）求解的程序 

M 文件 math1.m 
function dr=math1(w1,r) 
w1=((Ft/m)*cos(x)+2*v*w)/r*f; 
dr=v/f*w1; 

 

M 文件 math2.m 
function dv=math2(w1,v) 
w1=((Ft/m)*cos(x)+2*v*w)/r*f; 
dv=((Ft/m)*sin(x)-u/r*r+r*w*w)/f*w1; 

 

M 文件 math3.m 
function dp=math3(w1,p) 
w1=((Ft/m)*cos(x)+2*v*w)/r*f; 
dp=w/f*w1; 

 

M 文件 math4.m 
function dw=math4(w1,w) 
w1=((Ft/m)*cos(x)+2*v*w)/r*f; 
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dw=-1; 

 

M 文件 math5.m 
function dm=math5(w1,m) 
w1=((Ft/m)*cos(x)+2*v*w)/r*f; 
dm=(-1)*(Ft/Ve)*(1/f*w1); 

 

M 文件 math6.m 
function dt=math6(w1,t) 
w1=((Ft/m)*cos(x)+2*v*w)/r*f; 
dt=r/((Ft/m)*cos(x)+2*v*w); 

  

  
[w1,r]=ode45('math1',[-11.84e-4,-3.29e-4],[1752e+3]) 
[w1,v]=ode45('math2',[-11.84e-4,-3.29e-4],[0]) 
[w1,p]=ode45('math3',[-11.84e-4,-3.29e-4],[-10]) 
[w1,w]=ode45('math4',[-11.84e-4,-3.29e-4],[11.84e-4]) 
[w1,m]=ode45('math5',[-11.84e-4,-3.29e-4],[2400]) 
[w1,t]=ode45('math6',[-11.84e-4,-3.29e-4],[0]) 

附录四 
MATLAB关于运用BFGS法求解无约束问题最小值的程序  
 

function [ x,val,k ] = bfgs( fun,gfun,x0 ) 

%输入：x0是初始点，fun和gfun分别是目标函数和梯度;  

%输出：x、val分别是最优点和最优值，k是迭代次数;  

maxk=5000;%最大迭代次数; 

h=1700;s=57; 

x0=150000; 

e=3000; 

n=length(x0); 

Bk=eye(n);  

While k<maxk 

g=feval(gfun,x0); 

if  n(g)<e 

break; 

end 

d=-B*g1; 

m=0;mk=0; 

while  m<20 

n=s*h^m*g*d; 

o=feval(fun,x0);          

if(feval(fun,x0+h^m*d')<feval(fun,x0)+s*r^m*g*d 

mk=m;break; 

end 

m=m+1; 

end      %BFGS校正 

x=x0+r^mk*dk'; 

s=x-x0; 

y=feval(gfun,x)-g; 

if(yk'*sk>0) 

      Bk=Bk-(((B*s1)*s)*B)/(s*B*s1)+(y1*y)/(y*s1); 

end 

k=k+1; 

x0=x; 

end  

val=feval(fun,x0); 

end  

 


