
解析几何综合题解题方法总结

 

      

解析几何综合题是高考命题的热点内容之一. 这类试题往往以解析几何知识为载体，

综合函数、不等式、三角、数列等知识，所涉及到的知识点较多，对解题能力考查的层次

要求较高，考生在解答时，常常表现为无从下手，或者半途而废。据此笔者认为：解决

这一类问题的关键在于：通观全局，局部入手，整体思维. 即在掌握通性通法的同时，

不应只形成一个一个的解题套路，解题时不加分析，跟着感觉走，做到那儿算那儿. 而

应当从宏观上去把握，从微观上去突破，在审题和解题思路的整体设计上下功夫，不断

克服解题征途中的道道运算难关.

一、判别式

案例 1 已知双曲线，直线过点，

斜率为，当时，双曲线的上支上有

且仅有一点B到直线的距离为，试求的值及此时点B的坐标。

分析 1：解析几何是用代数方法来研 究几何图形的一门学科，因此，数形结

合必然是研究解析几何问题的重要手段. 从“有且仅有”这个微观入手，对照草图，不

难想到：过点 B作与平行的直线，必与双曲线 C相切. 而相切的代数表现形式是所构造

方程的判别式. 由此出发，可设计如下解题思路：

解题过程略.

分析 2：如果从代数推理的角度去思 考，就应当把距离用代数式表达，即所谓

“有且仅有一点B到直线的距离为”，相当于化归的方程有唯一解. 据此设计出如下解

题思路：
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转化为一元二次方程根的问题

求解

问题

关于 x 的方程有唯一解



简解：设点为双曲线 C 上支上

任一点，则点M到直线的距离为：

于是，问题即可转化为如上

关于的方程.

由于，所以，从而有

于是关于的方程

     

     

     

 由可知：

 方 程 的

二根同正，故

恒成立，于是等价于

.

由如上关于的方程有唯一解，得

其判别式，就可解得  .

点评：上述解法紧扣解题目标，不断进行问题转换，充分体现了全局观念与整体思

维的优越性.

2 判别式与韦达定理

例 2 . 已 知 椭 圆 C: 和 点

P（4，1），过P作直线交椭圆于A、B

两点，在线段AB上取点Q，使，求动点Q的轨迹所在曲线的方程.

分析：这是一个轨迹问题，解题困难在于多动点的困扰，学生往往不知从何入手。

其实，应该想到轨迹问题可以通过参数法求解. 因此，首先是选定参数，然后想方设法

将点Q的横、纵坐标用参数表达，最后通过消参可达到解题的目的.

由于点的变化是由直线 AB

的变化引起的，自然可选择直线

AB的斜率作为参数，如何将与联系起来？一方面利用点Q在直线AB上；另一方面就是

运用题目条件：来转化.由A、B、P、Q四点共线，不难得到，要建立与的关系，只需将直
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线AB的方程代入椭圆C的方程，利用韦达定理即可.

通过这样的分析，可以看出，虽然我们还没有开始解题，但对于如何解决本题，已

经做到心中有数.

在得到之后，如果能够从整体

上把握，认识到：所谓消参，目的不

过是得到关于的方程（不含 k），则可由解得，直接代入即可得到轨迹方程。从而简化

消去参的过程。

简解：设，则由可得：，

解 之 得 ：

（1）

设直线 AB 的方程为：，代入椭

圆C的方程，消去得出关于 x的一元二次方程：

      （2）

∴   

代 入 （ 1 ） ， 化 简 得 ：

(3)

与联立，消去得：

在（2）中，由，解得 ，

结合（3）可求得 

故知点 Q 的轨迹方程为：

（）.

点评：由方程组实施消元，产生一个标准的关于一个变量的一元二次方程，其判别
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将直线方程代入椭圆方程，消去 y ，利用韦达定理

利用点 Q满足直线 AB 的方程： y = k (x—4)+1 ，消去参数 k

点 Q 的轨迹方程
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式、韦达定理模块思维易于想到. 这当中，难点在引出参，活点在应用参，重点在消去

参.，而“引参、用参、消参”三步曲，正是解析几何综合问题求解的一条有效通道.

3 求根公式

例 3. 设直线过点 P（0，3），

和椭圆顺次交于 A、B两点，试求的取

值范围.

分析：本题中，绝大多数同学不难 得到：=，但从此后却一筹莫展, 问题的

根源在于对题目的整体把握不够. 事实 上，所谓求取值范围，不外乎两条路：

其一是构造所求变量关于某个（或某几个）参数的函数关系式（或方程），这只需利用

对应的思想实施；其二则是构造关于所求量的一个不等关系.

分析 1: 从第一条想法入手，=已经 是一个关系式，但由于有两个变量，同

时这两个变量的范围不好控制，所以自 然想到利用第 3个变量——直线 AB的斜

率 k. 问题就转化为如何将转化为关于 k的表达式，到此为止，将直线方程代入椭圆方

程，消去 y得出关于的一元二次方程，其求根公式呼之欲出.

简解 1：当直线垂直于 x轴时，可

求得;

当与 x 轴不垂直时，设，

直线的方程为：，代入椭圆方

程，消去得，解之得  

因为椭圆关于 y 轴对称，点 P在 y 轴 上，所以只需考虑的情形.

当时，，，

所以 ===.
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4

所求量的取值范围

把直线 l 的方程 y = kx+3 代入椭圆方程，消去 y
得到关于 x 的一元二次方程

x
A
= f （ k ）， x

B 
= g （ k ）

得到所求量关于 k 的函数关系式

求根公式

AP/PB = — （ x
A 
/ x

B
）

由判别式得出 k 的取值范围



由  , 解得 ，

所以   ，

综上  .

分析 2: 如果想构造关于所求量的

不等式，则应该考虑到：判别式往往

是产生不等的根源. 由判别式值的非负性可以很快确定的取值范围，于是问题转化为如

何将所求量与联系起来. 一般来说，韦达定理总是充当这种问题的桥梁，但本题无法直

接应用韦达定理，原因在于不是关于的对称关系式. 原因找到后，解决问题的方法自然

也就有了，即我们可以构造关于的对称关系式.

简解 2：设直线的方程为：，代入

椭圆方程，消去得

         （*）

则，令，则，

在（*）中，由判别式可得 ，

从而有    ，

所以     ，

解得      .

结合得. 

综上，.

点评：范围问题不等关系的建立途径多多，诸如判别式法，均值不等式法，变量的

有界性法，函数的性质法，数形结合法等等. 本题也可从数形结合的角度入手，给出又
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把直线 l 的方程 y = kx+3 代入椭圆方程，消去
y 得到关于 x 的一元二次方程

x
A
+ x

B 
= f （ k ）， x

A
 x

B 
= g （ k ）

构造所求量与 k 的关系式

关于所求量的不等式

韦达定理

AP/PB = — （ x
A 
/ x

B
）

由判别式得出 k 的取值范围



一优美解法.
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